
Sbírka příklad̊u Matematika II pro strukturované studium

Kapitola 8: Implicitně zadané funkce

Chcete-li ukončit prohĺıžeńı stiskněte klávesu Esc.
Chcete-li pokračovat stiskněte klávesu Enter.
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Implicitně zadané funkce

• Implicitńı funkce jedné reálné proměnné

• Implicitńı funkce v́ıce reálných proměnných

Zpět
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Implicitní funkce jedné reálné proměnné

• Př́ıklad 8.1.1 Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı
F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda
v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı, klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

• Př́ıklad 8.1.2 Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0]
pod tečnou nebo nad tečnou.

• Př́ıklad 8.1.3 Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

• Př́ıklad 8.1.4 Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu
A = [1, 0] a vypočtěte úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná
př́ımka o rovnici p : x − y − 1 = 0.

• Př́ıklad 8.1.5 Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu
P =

[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má
v intervalu I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci.

Najděte Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto

polynomu určete přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Zpět
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

? Zpět
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Výsledek:

Funkce y = f(x) je definována implicitně na okoĺı bodu A danou rovnićı a je v tomto
bodě klesaj́ıćı a konvexńı.

Zpět
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Návod:

Ověř́ıme podmı́nky věty o existenci implicitńı funkce:

1) F (= −1, 1) = 0 ,

2)
∂F

∂y
(−1, 1) 6= 0 .

a vypočteme prvńı derivaci podle věty o derivaci implicitńı funkce:

f ′(x) = −

∂F

∂x
(x, f(x))

∂F

∂y
(x, f(x))

pro x ∈ (−1− δ,−1 + δ) .

Druhou derivaci spočteme např. derivaćı předcházej́ıćıho vztahu.

Zpět
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Řešení:

V bodě A = [−1, 1] plat́ı

F (−1, 1) = (−1)2 − 1− e1−1 + 1 = 1− 1− 1 + 1 = 0 ,

dále
∂F

∂y
(x, y) = −1− ey−1

,
∂F

∂y
(−1, 1) = −1− 1 = −2 6= 0 .

Jsou tedy splněny předpoklady pro to, aby rovnićı F (x, y) = 0 v okoĺı bodu A byla
definována jednoznačně funkce y = f(x). Vypočteme y′(x), y′′(x):

y′(x) = −

∂F

∂x
(x, y)

∂F

∂y
(x, y)

= − 2x

−1− ey−1
=

2x

1 + ey−1
, y′(−1) = −2

2
= −1

y′′(x) =
2(1 + ey−1)− 2x(ey−1 · y′(x))

(1 + ey−1)2
, y′′(−1) = 0− 2 · (−1)

(−2)2 =
1

2
.

Zpět
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Maple:
> with(plots):

> F:=(x,y)->xˆ2-y-exp(y-1)+1;

F := (x, y)→ x2 − y − e(y−1) + 1

Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce y = f(x) na okoĺı bodu [-1,1]:

> F(-1,1);

0

> diff(F(x,y),y);

−1− e(y−1)

> subs(x=-1,y=1,%);

−1− e0

> simplify(%);

−2
Nyńı můžeme poč́ıtat derivace f ′(x) a f ′′(x):

> implicitdiff(F(x,y),y,x);

2 x

1 + e(y−1)

Daľśı
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Maple:
> subs(x=-1,y=1,implicitdiff(F(x,y),y,x));

− 2

1 + e0

> simplify(%);

−1
Funkce je ve sledovaném bodě klesaj́ıćı.

> implicitdiff(F(x,y),y,x$2);

−2 (−1− 2 e(y−1) − (e(y−1))2 + 2x2 e(y−1))

1 + 3 e(y−1) + 3 (e(y−1))2 + (e(y−1))3

> subs(x=-1,y=1,implicitdiff(F(x,y),y,x$2));

− 2 (−1− (e0)2)
1 + 3 e0 + 3 (e0)2 + (e0)3

> simplify(%);

1

2
Funkce je ve sledovaném bodě konvexńı.

Daľśı
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Maple:

O pr̊uběhu funkce y = f(x) v okoĺı bodu [-1, 1] se můžeme v Maplu přesvědčit
vykresleńım funkce dané implicitně pomoćı př́ıkazu implicitplot:

> implicitplot(F(x,y),x=-2..2,y=-2..2);
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Mathematica:

F [x , y ] = x∧2− y − Exp[y − 1] + 1F [x , y ] = x∧2− y − Exp[y − 1] + 1F [x , y ] = x∧2− y − Exp[y − 1] + 1
1− e−1+y + x2 − y

Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce y = y(x) na okoĺı bodu [-1,1]: F [−1, 1]F [−1, 1]F [−1, 1]
0

D[F [x, y], y]/.{x → −1, y → 1}D[F [x, y], y]/.{x → −1, y → 1}D[F [x, y], y]/.{x → −1, y → 1}
−2
Nyńı můžeme poč́ıtat derivace y′(x) a y′′(x):

r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]

2x − y′[x]− e−1+y[x]y′[x] == 0

der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]
{{

y′[x]→ 2ex

e+ey[x]

}}

(der1/.{x → −1})/.{y[−1]→ 1}(der1/.{x → −1})/.{y[−1]→ 1}(der1/.{x → −1})/.{y[−1]→ 1}
{{

y′[−1]→ −1
}}

Funkce je ve sledovaném bodě klesaj́ıćı.

Daľśı
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Mathematica:

r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1
{

2− 4e1+y[x]x2
(

e+ey[x]
)2 − y′′[x]− e−1+y[x]y′′[x] == 0

}

der2 = Solve[r2, y”[x]]der2 = Solve[r2, y”[x]]der2 = Solve[r2, y”[x]]
{{

y′′[x]→
2e
(

e2+e2y[x]+2e1+y[x]
−2e1+y[x]x2

)

(

e+ey[x]
)3

}}

(der2/.{x → −1})/.{y[−1]→ 1}(der2/.{x → −1})/.{y[−1]→ 1}(der2/.{x → −1})/.{y[−1]→ 1}
{{

y′′[−1]→ 1
2

}}

Funkce je ve sledovaném bodě konvexńı. O pr̊uběhu funkce y = f(x) v okoĺı bodu [-1, 1]
se můžeme v programu Mathematica přesvědčit vykresleńım funkce dané implicitně
pomoćı př́ıkazu ImplicitPlot:

Daľśı
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Příklad 8.1.1

Ověřte, že v okoĺı bodu A = [−1, 1] je rovnićı F (x, y) = x2 − y − ey−1 + 1 = 0 implicitně
definována funkce y = f(x). Zjistěte, zda v okoĺı bodu x0 = −1 je funkce f(x) rostoućı,
klesaj́ıćı, konvexńı či konkávńı.

Mathematica:

<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀

ImplicitPlot[x∧2− y − Exp[y − 1] + 1 == 0, {x,−2, 2}, {y, 0, 2}];ImplicitPlot[x∧2− y − Exp[y − 1] + 1 == 0, {x,−2, 2}, {y, 0, 2}];ImplicitPlot[x∧2− y − Exp[y − 1] + 1 == 0, {x,−2, 2}, {y, 0, 2}];

-2 -1 0 1 2
0

0.5

1

1.5

2

Zpět
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

? Zpět
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Výsledek:

V okoĺı bodu [1, 0] lež́ı tato křivka pod tečnou (funkce y = f(x) je na okoĺı tohoto bodu
konkávńı).

Zpět
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Návod:

Ověř́ıme, že v okoĺı bodu [1, 0] lze křivku považovat za část grafu funkce y = f(x) a
dokážeme, že funkce je v okoĺı tohoto bodu konvexńı (graf nad tečnou) nebo konkávńı
(graf pod tečnou). Viz návod v předchoźım př́ıkladě.

Zpět
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Řešení:

Označme F (x, y) = 2x − x2 − ey − 2y = 0 a ověřme podmı́nky existence funkce
y = f(x) v okoĺı bodu [1, 0] definované rovnićı F (x, y) = 0:

F (1, 0) = 2− 1− e0 − 0 = 0

∂F

∂y
(x, y) = −ey − 2 ∂F

∂y
(1, 0) = −3 6= 0 .

Část křivky v okoĺı daného bodu lze proto považovat za graf funkce y = f(x). O tom, zda
tento graf lež́ı pod nebo nad tečnou, lze rozhodnout na základě znalosti konvexnosti /
konkávnosti funkce. Poč́ıtejme tedy f ′′(1):

f ′(x) = −

∂F

∂x
(x, y)

∂F

∂y
(x, y)

= − 2− 2x
−ey − 2

f ′(1) = 0

f ′′(x) =
−2(ey + 2)− (2− 2x)ey · y′(x)

(ey + 2)2
f ′′(1) = − 2

3 .

Daľśı
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Řešení:

Zjistili jsme, že funkce f(x) má v bodě x0 = 1 lokálńı maximum (je na jeho okoĺı
konkávńı), studovaná křivka tedy lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou.

Zpět
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Maple:
> with(plots):

> F:=(x,y)->2*x-xˆ2-exp(y)-2*y;

F := (x, y)→ 2 x − x2 − ey − 2 y

Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce y = f(x) na okoĺı bodu [1,0]:

> F(1,0);

0

> diff(F(x,y),y);

−ey − 2
> subs(x=1,y=0,%);

−e0 − 2
> simplify(%);

−3
Nyńı potřebujeme znát derivace f ′(1) a f ′′(1):

> implicitdiff(F(x,y),y,x);

−2 (−1 + x)

ey + 2
> subs(x=1,y=0,implicitdiff(F(x,y),y,x));

0

Daľśı
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Maple:
> implicitdiff(F(x,y),y,x$2);

− 2 ((e
y)2 + 6 ey + 4 + 2 ey x2 − 4 ey x)

(ey)3 + 6 (ey)2 + 12 ey + 8
> subs(x=1,y=0,implicitdiff(F(x,y),y,x$2));

− 2 ((e0)2 + 4 e0 + 4)

(e0)3 + 6 (e0)2 + 12 e0 + 8
> simplify(%);

−2
3

Funkce je v okoĺı daného bodu konkávńı, jej́ı graf tedy lež́ı pod tečnou. Přesvědčit se
můžeme pomoćı obrázku (nakresĺıme tečnu a křivku):

> t:=plot(0,x=-2..2,thickness=3):

> k:=implicitplot(F(x,y),x=-2..2,y=-2..2,grid=[50,50] ,thickness=3):

Daľśı
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Maple:
> display( {t,k });

–2

–1.5

–1

–0.5

–2 –1 1 2
x

Zpět
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Mathematica:

F [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2yF [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2yF [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2y
−ey + 2x − x2 − 2y

Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce y = y(x) na okoĺı bodu [1,0]:

F [1, 0]F [1, 0]F [1, 0]

0

D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}
−3

Nyńı potřebujeme znát derivace y′(1) a y′′(1):

r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]

2− 2x − 2y′[x]− ey[x]y′[x] == 0

der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]
{{

y′[x]→ − 2(−1+x)

2+ey[x]

}}

(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}
{{

y′[1]→ 0
}}

Daľśı
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Mathematica:

r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1
{

−2− 4ey[x](−1+x)2
(

2+ey[x]
)2 − 2y′′[x]− ey[x]y′′[x] == 0

}

der2 = Solve[r2, y”[x]]der2 = Solve[r2, y”[x]]der2 = Solve[r2, y”[x]]
{{

y′′[x]→
2
(

4+6ey[x]+e2y[x]
−4ey[x]x+2ey[x]x2

)

(

−2−ey[x]
)(

2+ey[x]
)2

}}

(der2/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der2/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der2/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}
{{

y′′[1]→ − 2
3

}}

Funkce je v okoĺı daného bodu konkávńı, jej́ı graf tedy lež́ı pod te čnou. Přesvědčit se
můžeme pomoćı obrázku (nakresĺıme tečnu a křivku):

<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀

t = Plot[0, {x,−2, 2}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},DisplayFunction → Identity];t = Plot[0, {x,−2, 2}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},DisplayFunction → Identity];t = Plot[0, {x,−2, 2}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},DisplayFunction → Identity];

g = ImplicitPlot[F [x, y] == 0, {x,−2, 2}, {y,−2, 0}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},g = ImplicitPlot[F [x, y] == 0, {x,−2, 2}, {y,−2, 0}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},g = ImplicitPlot[F [x, y] == 0, {x,−2, 2}, {y,−2, 0}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},
DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];

Daľśı
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Příklad 8.1.2

Rozhodněte, zda křivka 2x − x2 − ey − 2y = 0 lež́ı v okoĺı bodu [1, 0] pod tečnou nebo
nad tečnou.

Mathematica:

Show[{t, g}, DisplayFunction → $DisplayFunction];Show[{t, g}, DisplayFunction → $DisplayFunction];Show[{t, g}, DisplayFunction → $DisplayFunction];

-2 -1 1 2
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

? Zpět
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Výsledek:

t : y = 0 , normála n : x = 1 .

Zpět
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Návod:

Nejprve ověř́ıme, že na okoĺı daného bodu křivka odpov́ıdá jednoznačně grafu funkce
y = f(x). Rovnice tečny v bodě [x0, y0] má potom podobu

y − y0 = f ′(x0)(x − x0) ,

normálou v tomto bodě je př́ımka k tečně kolmá.

Zpět
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Řešení:

Označme F (x, y) = 2x − x2 − ey − 2y a ověřme, že na okoĺı bodu [1, 0] rovnice
F (x, y) = 0 určuje jedinou funkci y = f(x), pro kterou plat́ı f(1) = 0 a která má na
intervalu I = (1− ε, 1 + ε) , ε > 0, spojitou derivaci f ′(x):

F (1, 0) = 2− 1− e0 − 0 = 0

∂F

∂y
(x, y) = −ey − 2 ⇒ ∂F

∂y
(1, 0) = −3 6= 0 .

Předpoklady věty o implicitńı funkci jsou splněny, lze tedy vypoč́ıtat f ′(1):

f ′(x) = −

∂F

∂x
(x, y)

∂F

∂y
(x, y)

= − 2− 2x
−ey − 2

⇒ f ′(1) = 0 .

Rovnice tečny ke grafu funkce y = f(x) v bodě [x0, y0] má podobu

t : y − y0 = f
′
(x0)(x − x0) ,

po dosazeńı dostáváme t : y = 0(x − 1) + 0 = 0.
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Řešení:

Tečnou k zadané křivce v bodě [1, 0] je tedy osa x. Normálou je př́ımka k ńı kolmá
procházej́ıćı bodem [1, 0], tedy př́ımka o rovnici x = 1. Pozor! V tomto př́ıpadě se jedná
o př́ımku, která nemá definovanou směrnici, takže nelze použ́ıt pro normálu rovnici

y − y0 = − 1

f ′(x0)
(x − x0) .

Zpět
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Maple:
> with(plots):

> F:=(x,y)->2*x-xˆ2-exp(y)-2*y;

F := (x, y)→ 2 x − x2 − ey − 2 y

> F(1,0);

0

> diff(F(x,y),y);

−ey − 2
> subs(x=1,y=0,%);

−e0 − 2
> simplify(%);

−3
Ověřili jsme předpoklady věty o implicitńı funkci a nyńı můžeme poč́ıtat f ′(x) :

> implicitdiff(F(x,y),y,x);

−2 (−1 + x)

ey + 2
> subs(x=1,y=0,implicitdiff(F(x,y),y,x));

0

Daľśı
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Maple:

Rovnice tečny v bodě [1,0] bude:

> y1:=0+(%)*(x-1);

y1 := 0

Vzhledem k tomu, že hledanou tečnou je osa x, je zřejmě normálou př́ımka kolmá k ose
x, která procháźı bodem [1,0], což je př́ımka o rovnici x = 1.
Náhled na celou situaci si můžeme udělat z obrázku grafu funkce f(x) na okoĺı bodu
[1,0]:

> k:=implicitplot(F(x,y),x=-1..2,y=-1..2,thickness=3, grid=[50,50]):

> t:=plot(0,x=-2..2,color=blue,thickness=3):

> display( {t,k });
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Mathematica:

F [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2yF [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2yF [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2y
−ey + 2x − x2 − 2y
F [1, 0]F [1, 0]F [1, 0]

0

D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}
−3

Ověřili jsme předpoklady věty o implicitńı funkci a nyńı můžeme po č́ıtat f ′(x) :

r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]

2− 2x − 2y′[x]− ey[x]y′[x] == 0

der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]
{{

y′[x]→ − 2(−1+x)

2+ey[x]

}}

(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}
{{

y′[1]→ 0
}}

Rovnice tečny v bodě [1,0] bude:

tecna = y − 0 == 0(x − 1)tecna = y − 0 == 0(x − 1)tecna = y − 0 == 0(x − 1)
y == 0
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Příklad 8.1.3
Najděte rovnici tečny a normály v bodě [1, 0] ke křivce dané rovnićı
2x − x2 − ey − 2y = 0 .

Mathematica:

Vzhledem k tomu, že hledanou tečnou je osa x, je zřejmě normálou př́ımka kolmá k ose
x, která procháźı bodem [1,0], což je př́ımka o rovnici x = 1.

Náhled na celou situaci si můžeme udělat z obrázku grafu funkce f(x) a tečny na okoĺı
bodu [1,0]:

<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀<< Graphics̀ImplicitPlot̀

t = Plot[0, {x,−2, 2}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},DisplayFunction → Identity];t = Plot[0, {x,−2, 2}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},DisplayFunction → Identity];t = Plot[0, {x,−2, 2}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},DisplayFunction → Identity];

g = ImplicitPlot[F [x, y] == 0, {x,−2, 2}, {y,−2, 0}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},g = ImplicitPlot[F [x, y] == 0, {x,−2, 2}, {y,−2, 0}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},g = ImplicitPlot[F [x, y] == 0, {x,−2, 2}, {y,−2, 0}, PlotStyle → {Thickness[0.008]},
DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];DisplayFunction → Identity];

Show[{t, g}, DisplayFunction → $DisplayFunction];Show[{t, g}, DisplayFunction → $DisplayFunction];Show[{t, g}, DisplayFunction → $DisplayFunction];
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

? Zpět

. – p.7/15



Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Výsledek:

α = 45◦ .

Zpět
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Návod:

Bod [1, 0] je pr̊useč́ıkem př́ımky p s danou křivkou, hledaný úhel proto vypočteme jako
úhel sv́ıraný tečnou ke křivce v bodě [1, 0] a př́ımkou p.

Zpět
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Řešení:

Označ́ıme-li F (x, y) = 2x − x2 − ey − 2y = 0, pak plat́ı:

F (1, 0) = 2− 1− e0 − 0 = 0

∂F

∂y
(x, y) = −ey − 2 ⇒ ∂F

∂y
(1, 0) = −3 6= 0 .

Křivku lze na okoĺı bodu [1, 0] považovat za část grafu funkce y = f(x), kde

f ′(x) = −

∂F

∂x
(x, y)

∂F

∂y
(x, y)

= − 2− 2x
−ey − 2

, f ′(1) = 0 .

Tečna t ke grafu f(x) v bodě [1, 0] má rovnici

y = 0 + f
′
(1)(x − 1) = 0 .

Hledaný úhel ϕ je tedy úhlem, který sv́ırá tečna t s př́ımkou p.

Daľśı
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Řešení:

Normálový vektor tečny t je ~nt = (0, 1), normálový vektor př́ımky p je ~np = (1,−1),
celkem tedy

cosϕ =
|~nt · ~np|

‖~nt‖ · ‖~np‖
=

|1 · 0 + (−1) · 1|
1 ·

√
2

=

√
2

2
⇒ ϕ = 45◦ .
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Maple:

Zprvu postupujeme analogicky jako u předchoźıho př́ıkladu, nebot’ se jedná o stejnou
implicitńı funkci:

> with(plots):

> F:=(x,y)->2*x-xˆ2-exp(y)-2*y;

F := (x, y)→ 2 x − x2 − ey − 2 y

> F(1,0);

0

> diff(F(x,y),y);

−ey − 2
> subs(x=1,y=0,%);

−e0 − 2
> simplify(%);

−3
Ověřili jsme předpoklady věty o implicitńı funkci a nyńı můžeme poč́ıtat f ′(x):

> implicitdiff(F(x,y),y,x);

−2 (−1 + x)

ey + 2

Daľśı
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Maple:
> subs(x=1,y=0,implicitdiff(F(x,y),y,x));

0

Rovnice tečny v bodě [1,0] bude:

> y1:=0+(%)*(x-1);

y1 := 0

Normálový vektor př́ımky t je:

> nt:=<0,1>;

nt :=

[

0

1

]

Normálový vektor př́ımky p je:

> np:=<1,-1>;

np :=

[

1

−1

]

Úhel, který tyto dvě př́ımky sv́ıraj́ı, je
> with(LinearAlgebra):alfa:=arccos(abs(nt.np)/(Norm(n t,2)*Norm(np,2)));

alfa :=
π

4

Zpět
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Mathematica:

Zprvu postupujeme analogicky jako u předchoźıho př́ıkladu, nebot’ se jedná o stejnou
implicitńı funkci:

F [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2yF [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2yF [x , y ] = 2x − x∧2− Exp[y]− 2y
−ey + 2x − x2 − 2y
F [1, 0]F [1, 0]F [1, 0]

0

D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}D[F [x, y], y]/.{x → 1, y → 0}
−3

Ověřili jsme předpoklady věty o implicitńı funkci a nyńı můžeme poč́ıtat f ′(x):

r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]

2− 2x − 2y′[x]− ey[x]y′[x] == 0

der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]
{{

y′[x]→ − 2(−1+x)

2+ey[x]

}}

(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}(der1/.{x → 1})/.{y[1]→ 0}
{{

y′[1]→ 0
}}
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Příklad 8.1.4

Uvažujte křivku o rovnici 2x − x2 − ey − 2y = 0 na okoĺı bodu A = [1, 0] a vypočtěte
úhel, pod kterým tuto křivku v daném bodě A prot́ıná př́ımka o rovnici p : x−y −1 = 0.

Mathematica:

Rovnice tečny v bodě [1,0] bude:

tecna = y − 0 == 0(x − 1)tecna = y − 0 == 0(x − 1)tecna = y − 0 == 0(x − 1)
y == 0

primka = y == x − 1primka = y == x − 1primka = y == x − 1
y == −1 + x

Normálový vektor př́ımky t je:

nt = {0, 1};nt = {0, 1};nt = {0, 1};

Normálový vektor př́ımky p je:

np = {1,−1};np = {1,−1};np = {1,−1};

Úhel, který tyto dvě př́ımky sv́ıraj́ı, je

ϕ = ArcCos[Abs[nt.np]/(Norm[nt]Norm[np])]ϕ = ArcCos[Abs[nt.np]/(Norm[nt]Norm[np])]ϕ = ArcCos[Abs[nt.np]/(Norm[nt]Norm[np])]
π
4

Zpět
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

? Zpět
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Výsledek:

T2(x) = x+ 1− 1
2!

(

x − π
2 + 1

)2 , f
(

π
2 − 0, 98

) .
= 1, 5906 .

Zpět
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Návod:

T2(x) = f(x0) + f
′
(x0)(x − x0) +

f ′′(x0)

2!
(x − x0)

2
, f(x)

.
= T2(x)

Derivace f ′(x) a f ′′(x) vypočteme pomoćı věty o derivaci implicitně zadané funkce.

Zpět
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Řešení:

Pro ověřeńı existence implicitně definované funkce nejprve vypočteme:

F
(

π
2 − 1, π

2

)

= π
2 −

(

π
2 − 1

)

− sin π
2 =

π
2 − π

2 + 1− 1 = 0 ,

∂F

∂y
(x, y) = 1− cos y ,

∂F

∂y

(

π

2
− 1, π

2

)

= 1 6= 0 .

Rovnice F (x, y) = 0 tedy skutečně na okoĺı bodu P určuje implicitně funkci y = f(x).
Nyńı potřebujeme zjistit prvńı a druhou derivaci:

f ′(x) = −

∂F

∂x
(x, y)

∂F

∂y
(x, y)

= − −1
1− cos y

, f ′(π
2 − 1) = −−1

1
= 1

f ′′(x) = −0 + sin y · y′

(1− cos y)2
, f ′′(π

2 − 1) = −1
1
= −1 .

Daľśı
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Řešení:

Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 má proto podobu:

T2(x) =
π

2
+

(

x − π

2
+ 1

)

− 1

2!

(

x − π

2
+ 1

)2

.

Pro přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98) plat́ı

f

(

π

2
− 0, 98

)

.
= T2

(

π

2
− 0, 98

)

=
π

2
+ 0, 02− 1

2
· 0, 022 .

= 1, 5906 .

Zpět
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Maple:
> F:=(x,y)->y-x-sin (y);

F := (x, y)→ y − x − sin(y)
Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce y = f(x) na okoĺı daného bodu:

> F(Pi/2-1,Pi/2);

0

> diff(F(x,y),y);

1− cos(y)
> subs(x=Pi/2-1,y=Pi/2,%);

1− cos(π
2
)

> simplify(%);

1

Předpoklady věty o implicitńı funkci jsou splněny, plat́ı tedy:

> implicitdiff(F(x,y),y,x);

− 1

−1 + cos(y)
Daľśı
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Maple:
> subs(x=Pi/2-1,y=Pi/2,implicitdiff(F(x,y),y,x));

− 1

−1 + cos(π
2
)

> simplify(%);

1

> implicitdiff(F(x,y),y,x$2);

sin(y)

−1 + 3 cos(y)− 3 cos(y)2 + cos(y)3
> subs(x=Pi/2-1,y=Pi/2,implicitdiff(F(x,y),y,x$2));

sin(
π

2
)

−1 + 3 cos(π
2
)− 3 cos(π

2
)2 + cos(

π

2
)3

> simplify(%);

−1

Daľśı
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Maple:

Nyńı můžeme zapsat Taylor̊uv polynom:

> T2:=Pi/2+(x-Pi/2+1)-1/2*(x-Pi/2+1)ˆ2;

T2 := x + 1−
(x − π

2
+ 1)2

2
> f(Pi/2-0.98):=subs(x=Pi/2-0.98,T2);

f(
π

2
− 0.98) := π

2
+ 0.01980000000

> simplify(%);

1.590596327

Zpět
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Mathematica:

F [x , y ] = y − x − Sin[y]F [x , y ] = y − x − Sin[y]F [x , y ] = y − x − Sin[y]

−x+ y − Sin[y]

Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce y = f(x) na okoĺı daného bodu:

F [Pi/2− 1, Pi/2]F [Pi/2− 1, Pi/2]F [Pi/2− 1, Pi/2]

0

D[F [x, y], y]/.{x → Pi/2− 1, y → Pi/2}D[F [x, y], y]/.{x → Pi/2− 1, y → Pi/2}D[F [x, y], y]/.{x → Pi/2− 1, y → Pi/2}
1

Předpoklady věty o implicitńı funkci jsou splněny, plat́ı tedy:

r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]r1 = D[F [x, y[x]] == 0, x]

−1 + y′[x]− Cos[y[x]]y′[x] == 0

der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]der1 = Solve[r1, y′[x]]
{{

y′[x]→ 1
1−Cos[y[x]]

}}

(der1/.{x → Pi/2− 1})/.{y[Pi/2− 1]→ Pi/2}(der1/.{x → Pi/2− 1})/.{y[Pi/2− 1]→ Pi/2}(der1/.{x → Pi/2− 1})/.{y[Pi/2− 1]→ Pi/2}

Daľśı
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Příklad 8.1.5

Ověřte, že rovnice F (x, y) = y − x − sin y = 0 definuje v okoĺı bodu P =
[

π
2 − 1, π

2

]

jedinou funkci y = f(x), pro kterou f(π
2 − 1) = π

2 a která má v intervalu
I = (π

2 − 1− ε, π
2 − 1 + ε), ε > 0, spojitou prvńı a druhou derivaci. Najděte Taylor̊uv

polynom 2. stupně funkce f v bodě x0 =
π
2 − 1 a pomoćı tohoto polynomu určete

přibližnou hodnotu f(π
2 − 0, 98).

Mathematica:
{{

y′
[

−1 + π
2

]

→ 1
}}

r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y[x]] == 0, {x, 2}]/.der1
{

Sin[y[x]]

(1−Cos[y[x]])2
+ y′′[x]− Cos[y[x]]y′′[x] == 0

}

der2 = Solve[r2, y”[x]]der2 = Solve[r2, y”[x]]der2 = Solve[r2, y”[x]]
{{

y′′[x]→ Sin[y[x]]

(−1+Cos[y[x]])3

}}

(der2/.{x → Pi/2− 1})/.{y[Pi/2− 1]→ Pi/2}(der2/.{x → Pi/2− 1})/.{y[Pi/2− 1]→ Pi/2}(der2/.{x → Pi/2− 1})/.{y[Pi/2− 1]→ Pi/2}
{{

y′′
[

−1 + π
2

]

→ −1
}}

Nyńı můžeme zapsat Taylor̊uv polynom:

T2[x ] = Pi/2 + (x − (Pi/2− 1))− 1/2!(x − (Pi/2− 1))∧2T2[x ] = Pi/2 + (x − (Pi/2− 1))− 1/2!(x − (Pi/2− 1))∧2T2[x ] = Pi/2 + (x − (Pi/2− 1))− 1/2!(x − (Pi/2− 1))∧2
1 + x − 1

2

(

1− π
2 + x

)2

T2[Pi/2− 0.98]T2[Pi/2− 0.98]T2[Pi/2− 0.98]
1.5906

Zpět
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Implicitní funkce více reálných proměnných

• Př́ıklad 8.2.1 Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı
bodu A = [1,−6, 0] jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte

∂2f

∂y2
(1,−6).

• Př́ıklad 8.2.2 Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y)

definované implicitně rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

• Př́ıklad 8.2.3 Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě
T = [1, 2,−1].

• Př́ıklad 8.2.4 Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu
f(0, 98; 1, 02) funkce z = f(x, y) definované implicitně rovnićı
F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

• Př́ıklad 8.2.5 Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

• Př́ıklad 8.2.6 Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který

se ř́ıd́ı Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı

tlak plynu, V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Zpět
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Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

? Zpět

. – p.10/15



Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Výsledek:

∂2f

∂y2
(1,−6) = − 1

8
.

Zpět

. – p.10/15



Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Návod:

Ověř́ıme podmı́nky věty o existenci implicitńı funkce:

1) F (1,−6, 0) = 0 ,

2)
∂F

∂z
(1,−6, 0) 6= 0 .

a vypočteme prvńı parciálńı derivace podle věty o derivaci implicitńı funkce:

∂f

∂x
(x, y) = −

∂F

∂x
(x, y, f(x, y))

∂F

∂z
(x, y, z)

,

∂f

∂y
(x, y) = −

∂F

∂y
(x, y, f(x, y))

∂F

∂z
(x, y, z)

pro x ∈ (1− δx, 1 + δx) , y ∈ (−6− δy,−6 + δy) .

Druhé derivace spočteme např. derivaćı předcházej́ıćıch vztah̊u.

Zpět
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Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Řešení:

Pro ověřeńı existence implicitně definované funkce potřebujeme vypoč́ıtat:

F (1,−6, 0) = e0 + 1 · (−6) + 0 + 5 = 0 ,

∂F

∂z
(x, y, z) = e

z
+ 1 ,

∂F

∂z
(1,−6, 0) = 2 6= 0 .

Rovnice F (x, y, z) = 0 tedy skutečně na okoĺı bodu [1,−6, 0] určuje implicitně funkci
z = f(x, y). Nyńı můžeme přistoupit k výpočtu parciálńıch derivaćı:

∂f

∂y
(x, y) = −

∂F

∂y
(x, y, z)

∂F

∂z
(x, y, z)

= − x2

ez + 1
,

∂f

∂y
(1,−6) = − 1

2

∂2f

∂y2
(x, y) = −

0− x2ez · ∂f
∂y (x, y)

(ez + 1)2
,

∂2f

∂y2
(1,−6) = −

0− (− 1
2 )

4
= −1

8
.

Hledaná parciálńı derivace je
∂2f

∂y2
(1,−6) = − 1

8
.

Daľśı

. – p.10/15



Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Řešení:

Zjistili jsme, že v bodě A je funkce y = f(x) klesaj́ıćı (y′(−1) < 0) a konvexńı
(y′′(−1) > 0). Přesvědčit se o tom můžeme např. pomoćı programu Maple, jak uvid́ıme
dále.

Zpět
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Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Maple:
> F:=(x,y,z)->exp(z)+xˆ2*y+z+5;

F := (x, y, z)→ ez + x2 y + z + 5

Nejprve ověř́ıme podmı́nky pro existenci funkce z = f(x, y) na okoĺı bodu [1,-6,0]:

> F(1,-6,0);

0

> diff(F(x,y,z),z);

ez + 1

> subs(x=1,y=-6,z=0,%);

e0 + 1

> simplify(%);

2

Nyńı můžeme poč́ıtat př́ıslušné parciálńı derivace:

> implicitdiff(F(x,y,z),z,y);

− x2

ez + 1

Daľśı
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Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Maple:
> dzdy:=simplify(subs(x=1,y=-6,z=0,implicitdiff(F(x,y ,z),z,y)));

dzdy :=
−1
2

> implicitdiff(F(x,y,z),z,y$2);

− x4 ez

(ez)3 + 3 (ez)2 + 3 ez + 1
> subs(x=1,y=-6,z=0,implicitdiff(F(x,y,z),z,y$2));

− e0

(e0)3 + 3 (e0)2 + 3 e0 + 1
> dzdydy:=simplify(%);

dzdydy :=
−1
8

Zpět
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Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Mathematica:

F [x , y , z ] = Exp[z] + x∧2 ∗ y + z + 5F [x , y , z ] = Exp[z] + x∧2 ∗ y + z + 5F [x , y , z ] = Exp[z] + x∧2 ∗ y + z + 5

5 + ez + x2y + z

Nejprve ověř́ıme podmı́nky pro existenci funkce z = z(x, y) na okoĺı bodu [1,-6,0]:

F [1,−6, 0]F [1,−6, 0]F [1,−6, 0]
0

D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → −6, z → 0}D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → −6, z → 0}D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → −6, z → 0}
2

Nyńı můžeme poč́ıtat př́ıslušné parciálńı derivace:

r1 = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]r1 = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]r1 = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]

x2 + z(0,1)[x, y] + ez[x,y]z(0,1)[x, y] == 0

der1 = Solve
[

r1, z(0,1)[x, y]
]

der1 = Solve
[

r1, z(0,1)[x, y]
]

der1 = Solve
[

r1, z(0,1)[x, y]
]

{{

z(0,1)[x, y]→ − x2

1+ez[x,y]

}}

(der1/.{x → 1, y → −6})/.{z[1,−6]→ 0}(der1/.{x → 1, y → −6})/.{z[1,−6]→ 0}(der1/.{x → 1, y → −6})/.{z[1,−6]→ 0}
{{

z(0,1)[1,−6]→ − 1
2

}}

Daľśı
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Příklad 8.2.1

Ověřte, zda rovnice F (x, y, z) = ez + x2y + z + 5 = 0 definuje v okoĺı bodu A = [1,−6, 0]

jedinou spojitě diferencovatelnou funkci z = f(x, y) a vypočtěte
∂2f

∂y2
(1,−6).

Mathematica:

r2 = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, {y, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, {y, 2}]/.der1r2 = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, {y, 2}]/.der1
{

ez[x,y]x4
(

1+ez[x,y]
)2 + z(0,2)[x, y] + ez[x,y]z(0,2)[x, y] == 0

}

der2 = Solve
[

r2, z(0,2)[x, y]
]

der2 = Solve
[

r2, z(0,2)[x, y]
]

der2 = Solve
[

r2, z(0,2)[x, y]
]

{{

z(0,2)[x, y]→ − ez[x,y]x4
(

1+ez[x,y]
)3

}}

(der2/.{x → 1, y → −6})/.{z[1,−6]→ 0}(der2/.{x → 1, y → −6})/.{z[1,−6]→ 0}(der2/.{x → 1, y → −6})/.{z[1,−6]→ 0}
{{

z(0,2)[1,−6]→ − 1
8

}}

Zpět
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Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

? Zpět

. – p.11/15



Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

Výsledek:

df(x0, y0) =
z0

x0 + z0
dx +

z20
y0(x0 + z0)

dy .

Zpět

. – p.11/15



Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

Návod:

Totálńım diferenciálem funkce z = f(x, y) v bodě [x0, y0] rozumı́me formu:

df(x0, y0) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy .

Zpět
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Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

Řešení:

Předpokládejme, že funkce z = f(x, y) je definována na okoĺı bodu [x0, y0] implicitně
rovnićı

F (x, y, z) =
x

z
− ln z

y
= 0 .

Potom plat́ı:

∂f

∂x
(x0, y0) = −

∂F

∂x
(x0, y0, z0)

∂F

∂z
(x0, y0, z0)

= −

1

z0

−x0

z20
− 1

z0

=
z0

x0 + z0

∂f

∂y
(x0, y0) = −

∂F

∂y
(x0, y0, z0)

∂F

∂z
(x0, y0, z0)

= −

1

y0

−x0

z20
− 1

z0

=
z20

y0(x0 + z0)
.

Celkově tedy pro totálńı diferenciál funkce z = f(x, y) v bodě [x0, y0] dostaneme:

df(x0, y0) =
z0

x0 + z0
dx+

z20
y0(x0 + z0)

dy .

Zpět
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Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

Maple:

Předpokládejme, že funkce z = f(x, y) je definována na okoĺı bodu [x0, y0] implicitně
danou rovnićı:

> F:=(x,y,z)->x/z-ln (z/y);

F := (x, y, z)→ x

z
− ln( z

y
)

Pro výpočet totálńıho diferenciálu potřebujeme znát př́ıslušné parciálńı derivace:

> implicitdiff(F(x,y,z),z,x);

z

x+ z
> dzdx:=simplify(subs(x=x 0,y=y 0,z=z 0,implicitdiff(F(x,y,z),z,x)));

dzdx :=
z 0

x 0 + z 0
> implicitdiff(F(x,y,z),z,y);

z2

y (x+ z)
> subs(x=x 0,y=y 0,z=z 0,implicitdiff(F(x,y,z),z,y));

z 02

y 0 (x 0 + z 0)

Daľśı
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Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

Maple:
> dzdy:=simplify(%);

dzdy :=
z 02

y 0 (x 0 + z 0 )
Nyńı už zbývá jen sestavit př́ıslušnou diferenciálńı formu:

> df:= dzdx * dx+dzdy * dy;

df :=
z 0 dx

x 0 + z 0
+

z 02 dy

y 0 (x 0 + z 0 )

Zpět

. – p.11/15



Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

Mathematica:

Předpokládejme, že funkce z = z(x, y) je definována na okoĺı bodu [x0, y0] implicitně
danou rovnićı:

F [x , y , z ] = x/z − Log[z/y]F [x , y , z ] = x/z − Log[z/y]F [x , y , z ] = x/z − Log[z/y]

x
z − Log

[

z
y

]

Pro výpočet totálńıho diferenciálu potřebujeme znát př́ıslušné parciálńı derivace:

rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]

1
z[x,y] −

xz(1,0)[x,y]

z[x,y]2
− z(1,0)[x,y]

z[x,y] == 0

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

{{

z(1,0)[x, y]→ z[x,y]
x+z[x,y]

}}

(derx/.{x → x0, y → y0})(derx/.{x → x0, y → y0})(derx/.{x → x0, y → y0})
{{

z(1,0)[x0, y0]→ z[x0,y0]
x0+z[x0,y0]

}}

ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]

−xz(0,1)[x,y]

z[x,y]2
−

y

(

−
z[x,y]

y2
+

z(0,1)[x,y]
y

)

z[x,y] == 0

Daľśı

. – p.11/15



Příklad 8.2.2
Vypočtěte totálńı diferenciál v bodě [x0, y0] funkce z = f(x, y) definované implicitně

rovnićı
x

z
− ln z

y
= 0 .

Mathematica:

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

{{

z(0,1)[x, y]→ z[x,y]2

y(x+z[x,y])

}}

(dery/.{x → x0, y → y0})(dery/.{x → x0, y → y0})(dery/.{x → x0, y → y0})
{{

z(0,1)[x0, y0]→ z[x0,y0]2

y0(x0+z[x0,y0])

}}

Nyńı už zbývá jen sestavit př́ıslušnou diferenciálńı formu:

df==derx[[1]][[1]][[2]]dx+ dery[[1]][[1]][[2]]dydf==derx[[1]][[1]][[2]]dx+ dery[[1]][[1]][[2]]dydf==derx[[1]][[1]][[2]]dx+ dery[[1]][[1]][[2]]dy

df == dxz[x,y]
x+z[x,y]

+ dyz[x,y]2

y(x+z[x,y])

Zpět

. – p.11/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

? Zpět

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Výsledek:

x+ 11y + 5z = 18 .

Zpět

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Návod:

Tečná rovina v bodě T = [x0, y0, z0] ke grafu funkce f(x, y) má rovnici:

z = f(x0, y0) +
∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) .

Př́ıslušné parciálńı derivace poč́ıtáme jako derivace funkce dané implicitně.

Zpět

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Řešení:

Bod T lež́ı na ploše určené rovnićı

F (x, y, z) = x
3
+ y

3
+ z

3
+ xyz − 6 = 0 ,

nebot’
F (1, 2,−1) = 13 + 23 + (−1)3 − 2− 6 = 0 .

Dále plat́ı

∂F

∂z
(x, y, z) = 3z

2
+ xy ,

∂F

∂z
(1, 2,−1) = 3(−1)2 + 2 = 5 6= 0 ,

takže rovnice na okoĺı bodu T určuje implicitně definovanou funkci f(x, y), pro kterou
dostáváme:

∂f

∂x
(x, y) = −

∂F

∂x
(x, y, z)

∂F

∂z
(x, y, z)

= −3x
2 + yz

3z2 + xy

∂f

∂x
(1, 2) = −3− 2

3 + 2
= −1

5
,

Daľśı

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Řešení:

∂f

∂y
(x, y) = −

∂F

∂y
(x, y, z)

∂F

∂z
(x, y, z)

= −3y
2 + xz

3z2 + xy

∂f

∂y
(1, 2) = −12− 1

3 + 2
= − 11

5
.

Rovnice tečné roviny v bodě T = [1, 2,−1] má tvar

z = −1− 1
5
(x − 1)− 11

5
(y − 2) ,

tj.
x+ 11y + 5z = 18 .

Zpět

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Maple:
> F:=(x,y,z)->x 3̂+yˆ3+zˆ3+x*y*z-6;

F := (x, y, z)→ x3 + y3 + z3 + x y z − 6
> F(1,2,-1);

0

> diff(F(x,y,z),z);

3 z2 + x y

> subs(x=1,y=2,z=-1,%);

5

Ověřili jsme, že daná rovnice definuje v okoĺı bodu T funkci z = f(x, y).
Nyńı můžeme poč́ıtat př́ıslušné parciálńı derivace:

> implicitdiff(F(x,y,z),z,x);

−3x2 + z y

3 z2 + x y
> dzdx:=simplify(subs(x=1,y=2,z=-1,implicitdiff(F(x,y ,z),z,x)));

dzdx :=
−1
5

> implicitdiff(F(x,y,z),z,y);

−3 y2 + x z

3 z2 + x y

Daľśı

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Maple:
> dzdy:=subs(x=1,y=2,z=-1,implicitdiff(F(x,y,z),z,y)) ;

dzdy :=
−11
5

Nyńı sestroj́ıme tečnou rovinu:

> z:= -1+dzdx* (x-1) +dzdy * (y-2);

z :=
18

5
− x

5
− 11 y

5

Zpět

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Mathematica:

F [x , y , z ] = x∧3 + y∧3 + z∧3 + xyz − 6F [x , y , z ] = x∧3 + y∧3 + z∧3 + xyz − 6F [x , y , z ] = x∧3 + y∧3 + z∧3 + xyz − 6
−6 + x3 + y3 + xyz + z3

F [1, 2,−1]F [1, 2,−1]F [1, 2,−1]
0

D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → 2, z → −1}D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → 2, z → −1}D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → 2, z → −1}
5

Ověřili jsme, že daná rovnice definuje v okoĺı bodu T funkci z = f(x, y).
Nyńı můžeme poč́ıtat př́ıslušné parciálńı derivace:

rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]

3x2 + yz[x, y] + xyz(1,0)[x, y] + 3z[x, y]2z(1,0)[x, y] == 0

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

{{

z(1,0)[x, y]→ −3x2−yz[x,y]

xy+3z[x,y]2

}}

der1 = derx/.{x → 1, y → 2}/.{z[1, 2]→ −1}der1 = derx/.{x → 1, y → 2}/.{z[1, 2]→ −1}der1 = derx/.{x → 1, y → 2}/.{z[1, 2]→ −1}
{{

z(1,0)[1, 2]→ − 1
5

}}

Daľśı

. – p.12/15



Příklad 8.2.3

Napǐste rovnici tečné roviny k ploše x3 + y3 + z3 + xyz − 6 = 0 v bodě T = [1, 2,−1].

Mathematica:

ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]

3y2 + xz[x, y] + xyz(0,1)[x, y] + 3z[x, y]2z(0,1)[x, y] == 0

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

{{

z(0,1)[x, y]→ −3y2−xz[x,y]

xy+3z[x,y]2

}}

der2 = dery/.{x → 1, y → 2}/.{z[1, 2]→ −1}der2 = dery/.{x → 1, y → 2}/.{z[1, 2]→ −1}der2 = dery/.{x → 1, y → 2}/.{z[1, 2]→ −1}
{{

z(0,1)[1, 2]→ − 11
5

}}

Nyńı sestroj́ıme tečnou rovinu:

TecnaRov = z − (−1)==der1[[1]][[1]][[2]](x − 1) + der2[[1]][[1]][[2]](y − 2)TecnaRov = z − (−1)==der1[[1]][[1]][[2]](x − 1) + der2[[1]][[1]][[2]](y − 2)TecnaRov = z − (−1)==der1[[1]][[1]][[2]](x − 1) + der2[[1]][[1]][[2]](y − 2)
1 + z == 1−x

5 − 11
5 (−2 + y)

Simplify[%]Simplify[%]Simplify[%]

x+ 11y + 5z == 18

Zpět

. – p.12/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

? Zpět

. – p.13/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Výsledek:

f(0, 98; 1, 02)
.
= 1, 005 .

Zpět

. – p.13/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Návod:

Pro aproximaci pomoćı totálńıho diferenciálu plat́ı

f(x, y)
.
= f(x0, y0) + df(x0, y0) = f(x0, y0) +

∂f

∂x
(x0, y0)(x − x0) +

∂f

∂y
(x0, y0)(y − y0) .

Zpět

. – p.13/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Řešení:

Pro výpočet hledané funkčńı hodnoty muśıme zvolit bod [1, 1, 1]. Dosad́ıme-li x = 1 a
y = 1 do rovnice x+ y − z3 − xz = 0, dostaneme rovnici 2− z3 − z = 0. Tato rovnice má
jediné reálné řešeńı z = 1 (ověřte si to graficky, nebo vydělte rovnici členem (z − 1)).
Nyńı ověř́ıme, že v okoĺı tohoto bodu rovnice F (x, y, z) = 0 určuje jedinou spojitě
diferencovatelnou funkci z = f(x, y):

F (1, 1, 1) = 1 + 1− 1− 1 = 0

∂F

∂z
(x, y, z) = −3z2 − x ⇒ ∂F

∂z
(1, 1, 1) = −3− 1 = −4 6= 0 .

Nyńı přistouṕıme k výpočtu parciálńıch derivaćı:

∂f

∂x
(x, y) = −

∂F

∂x
(x, y, z)

∂F

∂z
(x, y, z)

= − 1− z

−3z2 − x
,

∂f

∂x
(1, 1) = 0

∂f

∂y
(x, y) = −

∂F

∂y
(x, y, z)

∂F

∂z
(x, y, z)

= − 1

−3z2 − x
,

∂f

∂y
(1, 1) = − 1

−4
=
1

4
.

Daľśı

. – p.13/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Řešení:

Pro totálńı diferenciál funkce f(x, y) v bodě [1, 1] plat́ı

df(1, 1) =
1

4
dy ,

pro přibližnou hodnotu f(0, 98; 1, 02) odtud plyne

f(0, 98; 1, 02)
.
= f(1, 1) + df(1, 1) = 1 +

1

4
· 0, 02 = 1, 005 .

Zpět

. – p.13/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Maple:
> F:=(x,y,z)->x+y-zˆ3-x*z;

F := (x, y, z)→ x + y − z3 − x z

Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce z = f(x, y) na okoĺı bodu [1,1,1]:

> F(1,1,1);

0

> diff(F(x,y,z),z);

−3 z2 − x

> subs(x=1,y=1,z=1,%);

−4
Nyńı vypočteme parciálńı derivace funkce f v bodě [1,1]:

> dfdx:=implicitdiff(F(x,y,z),z,x);

dfdx := − −1 + z

3 z2 + x
> dfdx1:=subs(x=1,y=1,z=1,dfdx);

dfdx1 := 0

> dfdy:=implicitdiff(F(x,y,z),z,y);

dfdy :=
1

3 z2 + x

Daľśı

. – p.13/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Maple:
> dfdy1:=subs(x=1,y=1,z=1,dfdy);

dfdy1 :=
1

4
Pomoćı parciálńıch derivaćı zaṕı̌seme formuli pro totálńı diferenciál:

> tot dif:=dfdx1*dx+dfdy1*dy;

tot dif :=
dy

4
Zbývá dosadit hodnoty př́ır̊ustk̊u dx a dy:

> dx:=-0.02:dy:=0.02: f(0.98,1.02):=1+tot dif;

f(0.98, 1.02) := 1.005000000

Zpět

. – p.13/15



Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Mathematica:

F [x , y , z ] = x+ y − z∧3− xzF [x , y , z ] = x+ y − z∧3− xzF [x , y , z ] = x + y − z∧3− xz

x+ y − xz − z3

Nejprve ověř́ıme podmı́nky existence funkce z = f(x, y) na okoĺı bodu [1,1,1]:

F [1, 1, 1]F [1, 1, 1]F [1, 1, 1]

0

D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → 1, z → 1}D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → 1, z → 1}D[F [x, y, z], z]/.{x → 1, y → 1, z → 1}
−4

Nyńı vypočteme parciálńı derivace funkce f v bodě [1,1]:

rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]

1− z[x, y]− xz(1,0)[x, y]− 3z[x, y]2z(1,0)[x, y] == 0

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

{{

z(1,0)[x, y]→ 1−z[x,y]

x+3z[x,y]2

}}

der1 = derx/.{x → 1, y → 1}/.{z[1, 1]→ 1}der1 = derx/.{x → 1, y → 1}/.{z[1, 1]→ 1}der1 = derx/.{x → 1, y → 1}/.{z[1, 1]→ 1}
{{

z(1,0)[1, 1]→ 0
}}

Daľśı
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Příklad 8.2.4
Pomoćı totálńıho diferenciálu vypočtěte přibližně funkčńı hodnotu f(0, 98; 1, 02) funkce
z = f(x, y) definované implicitně rovnićı F (x, y, z) = x+ y − z3 − xz = 0 .

Mathematica:

ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]

1− xz(0,1)[x, y]− 3z[x, y]2z(0,1)[x, y] == 0

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

{{

z(0,1)[x, y]→ 1
x+3z[x,y]2

}}

der2 = dery/.{x → 1, y → 1}/.{z[1, 1]→ 1}der2 = dery/.{x → 1, y → 1}/.{z[1, 1]→ 1}der2 = dery/.{x → 1, y → 1}/.{z[1, 1]→ 1}
{{

z(0,1)[1, 1]→ 1
4

}}

Pomoćı parciálńıch derivaćı zaṕı̌seme formuli pro totálńı diferenciál

df[dx , dy ] = 0dx+ 1/4dydf[dx , dy ] = 0dx+ 1/4dydf[dx , dy ] = 0dx+ 1/4dy

dy
4

Zbývá dosadit hodnoty př́ır̊ustk̊u dx a dy:

df[0.98− 1, 1.02− 1]df[0.98− 1, 1.02− 1]df[0.98− 1, 1.02− 1]
0.005

f priblizna = 1 + df[0.98− 1, 1.02− 1]f priblizna = 1 + df[0.98− 1, 1.02− 1]f priblizna = 1 + df[0.98− 1, 1.02− 1]
1.005

Zpět

. – p.13/15



Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

? Zpět

. – p.14/15



Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Výsledek:

Lokálńı maximum f(1, 0) = 1 .

Zpět

. – p.14/15



Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Návod:

Najdeme stacionárńı body a pomoćı Hessiánu se pokuśıme rozhodnout, zda se jedná
o body lokálńıch extrémů.

Zpět
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Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Řešení:

Stacionárńı body vyhovuj́ı nutné podmı́nce pro lokálńı extrém

∂f

∂x
=

∂f

∂y
= 0 ,

tj.

∂f

∂x
= −

∂F

∂x
∂F

∂z

= − 2− 2x
−1

= 2− 2x ∂f

∂x
= 0 ⇔ x = 1

∂f

∂y
= −

∂F

∂y
∂F

∂z

= −−8y
−1 = −8y ∂f

∂y
= 0 ⇔ y = 0 .

Zjistili jsme jediný stacionárńı bod [1, 0]. Vypočteme nyńı druhé parciálńı derivace:

∂2f

∂x2
= −2 ,

∂2f

∂x∂y
= 0 ,

∂2f

∂y2
= −8

Daľśı
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Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Řešení:

a Hessián v bodě [1, 0]:

det Hf (1, 0) =

∣

∣

∣

∣

∣

−2 0

0 −8

∣

∣

∣

∣

∣

= 16 > 0 .

Funkce z = f(x, y) má v bodě [1, 0] lokálńı extrém, vzhledem ke znaménku

∂2f

∂x2
(1, 0) = −2 < 0 jde o ostré lokálńı maximum s funkčńı hodnotou z = 1.

Zpět
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Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Maple:
> F:=(x,y,z)->2*x-xˆ2-4*yˆ2-z;

F := (x, y, z)→ 2x − x2 − 4 y2 − z

Nejprve najdeme stacionárńı body:

> dfdx:=implicitdiff(F(x,y,z),z,x);

dfdx := 2− 2x

> dfdy:=implicitdiff(F(x,y,z),z,y);

dfdy := −8 y

> solve( {dfdx=0,dfdy=0 });

{y = 0, x = 1}
Máme jediný stacionárńı bod - bod [1,0]. Vypočteme př́ıslušný Hessián:

> fxx:=implicitdiff(F(x,y,z),z,x$2);

fxx := −2
> fxy:=implicitdiff(F(x,y,z),z,x,y);

fxy := 0

> fyy:=implicitdiff(F(x,y,z),z,y$2);

fyy := −8

Daľśı
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Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Maple:
> H f:=matrix(2,2,[fxx,fxy,fxy,fyy]);

H f :=

[

−2 0

0 −8

]

> with(linalg):

> det(H f);

16

V daném bodě je lokálńı extrém, dále je ∂2f

∂x2
(1, 0) < 0, takže se jedná o ostré lokálńı

maximum, jehož funkčńı hodnota je

> f10:=solve(2*1-1ˆ2-4*0ˆ2-z=0);

f10 := 1

Zpět
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Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Mathematica:

F [x , y , z ] = 2x − x∧2− 4y∧2− zF [x , y , z ] = 2x − x∧2− 4y∧2− zF [x , y , z ] = 2x − x∧2− 4y∧2− z

2x − x2 − 4y2 − z

Nejprve najdeme stacionárńı body:
Výpočet ∂f

∂x

rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]rx = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, x]

2− 2x − z(1,0)[x, y] == 0

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

derx = Solve
[

rx, z(1,0)[x, y]
]

{{

z(1,0)[x, y]→ −2(−1 + x)
}}

Výpočet ∂f
∂y

ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]ry = D[F [x, y, z[x, y]] == 0, y]

−8y − z(0,1)[x, y] == 0

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

dery = Solve
[

ry, z(0,1)[x, y]
]

{{

z(0,1)[x, y]→ −8y
}}

Daľśı

. – p.14/15



Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Mathematica:

Určeńı stacionárńıch bod̊u:

Solve[{2− 2x == 0,−8y == 0}, {x, y}]Solve[{2− 2x == 0,−8y == 0}, {x, y}]Solve[{2− 2x == 0,−8y == 0}, {x, y}]
{{x → 1, y → 0}}

Máme jediný stacionárńı bod - bod [1,0]. Vypočteme př́ıslušný Hessián. Výpočet ∂f2

∂x2

rxx = D[rx, x]rxx = D[rx, x]rxx = D[rx, x]

−2− z(2,0)[x, y] == 0

derxx = Solve
[

rxx, z(2,0)[x, y]
]

derxx = Solve
[

rxx, z(2,0)[x, y]
]

derxx = Solve
[

rxx, z(2,0)[x, y]
]

{{

z(2,0)[x, y]→ −2
}}

Výpočet ∂f2

∂x∂y

rxy = D[rx, y]rxy = D[rx, y]rxy = D[rx, y]

−z(1,1)[x, y] == 0

derxy = Solve
[

rxy, z(1,1)[x, y]
]

derxy = Solve
[

rxy, z(1,1)[x, y]
]

derxy = Solve
[

rxy, z(1,1)[x, y]
]

{{

z(1,1)[x, y]→ 0
}}
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Příklad 8.2.5
Najděte lokálńı extrémy funkce z = f(x, y) určené implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 2x − x2 − 4y2 − z = 0 .

Mathematica:

Výpočet ∂f2

∂y2

ryy = D[ry, y]ryy = D[ry, y]ryy = D[ry, y]

−8− z(0,2)[x, y] == 0

deryy = Solve
[

ryy, z(0,2)[x, y]
]

deryy = Solve
[

ryy, z(0,2)[x, y]
]

deryy = Solve
[

ryy, z(0,2)[x, y]
]

{{

z(0,2)[x, y]→ −8
}}

Hf = {{−2, 0}, {0,−8}}Hf = {{−2, 0}, {0,−8}}Hf = {{−2, 0}, {0,−8}}
{{−2, 0}, {0,−8}}
Det[Hf]Det[Hf]Det[Hf]

16

V daném bodě je lokálńı extrém, dále je ∂2f

∂x2
(1, 0) < 0, takže se jedná o ostré lokálńı

maximum, jehož funkčńı hodnota je

Solve[F [1, 0, z] == 0, z]Solve[F [1, 0, z] == 0, z]Solve[F [1, 0, z] == 0, z]

{{z → 1}}

Zpět
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Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

? Zpět
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Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Výsledek:

dT =

(

V − b+ a
R T−

3
2

)

dp + p dV

R + 3
2 p a

R T−
5
2

.

Zpět
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Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Návod:

dT =
∂T

∂p
dp+

∂T

∂V
dV

Zpět
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Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Řešení:

Danou stavovou rovnićı je teplota T zadána jako implicitńı funkce tlaku a objemu, tj.
T = T (p, V ), pro totálńı diferenciál teploty tedy plat́ı

dT =
∂T

∂p
dp+

∂T

∂V
dV.

Př́ıslušné parciálńı derivace vypočteme pomoćı věty o implicitńı funkci. Označme

F (p, V, T ) = pV − RT − p

(

b − a

RT
3
2

)

= 0 ,

potom

∂T

∂p
= −

∂F

∂p
∂F

∂T

= −
V −

(

b − a
R T−

3
2

)

−R − 3
2

pa
R · T−

5
2

,

Daľśı
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Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Řešení:

∂T

∂V
= −

∂F

∂V
∂F

∂T

= − p

−R − 3
2

pa
R · T−

5
2

.

Celkem dostáváme

dT =

(

V − b+ a
R T−

3
2

)

dp + p dV

R + 3
2 p a

R T−
5
2

.

Zpět
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Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Maple:

Nejprve zavedeme potřebné označeńı:

> F:=(p,V,T)->p*V-R*T-p*(b-a/(R*Tˆ(3/2)));

F := (p, V, T )→ p V − R T − p (b − a

R T (3/2)
)

A dále poč́ıtáme př́ıslušné parciálńı derivace T (p, V ):

> dTdp:=implicitdiff(F(p,V,T),T,p);

dTdp :=
2 (V R T (5/2) − b R T (5/2) + a T )

2R2 T (5/2) + 3 p a

> dTdV:=implicitdiff(F(p,V,T),T,V);

dTdV :=
2 p R T (5/2)

2R2 T (5/2) + 3 p a
Na závěr dosad́ıme do formule totálńıho diferenciálu:

> dT:=dTdp*dp+dTdV*dV;

dT :=
2 (V R T (5/2) − b R T (5/2) + a T ) dp

2R2 T (5/2) + 3 p a
+

2 p R T (5/2) dV

2R2 T (5/2) + 3 p a

Zpět
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Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Mathematica:

Nejprve zavedeme potřebné označeńı:

F [p , V , T ] = pV − RT − p(b − a/(RT∧(3/2)))F [p , V , T ] = pV − RT − p(b − a/(RT∧(3/2)))F [p , V , T ] = pV − RT − p(b − a/(RT∧(3/2)))

−p
(

b − a

RT3/2

)

− RT + pV

A dále poč́ıtáme př́ıslušné parciálńı derivace T (p, V ):

rp = D[F [p, V, T [p, V ]] == 0, p]rp = D[F [p, V, T [p, V ]] == 0, p]rp = D[F [p, V, T [p, V ]] == 0, p]

−b+ V + a

RT [p,V ]3/2 − RT (1,0)[p, V ]− 3apT (1,0)[p,V ]

2RT [p,V ]5/2 == 0

derp = Solve
[

rp, T (1,0)[p, V ]
]

derp = Solve
[

rp, T (1,0)[p, V ]
]

derp = Solve
[

rp, T (1,0)[p, V ]
]

{{

T (1,0)[p, V ]→ −
2T [p,V ]

(

−a+bRT [p,V ]3/2
−RV T [p,V ]3/2

)

3ap+2R2T [p,V ]5/2

}}

rV = D[F [p, V, T [p, V ]] == 0, V ]rV = D[F [p, V, T [p, V ]] == 0, V ]rV = D[F [p, V, T [p, V ]] == 0, V ]

p − RT (0,1)[p, V ]− 3apT(0,1)[p,V ]

2RT [p,V ]5/2
== 0

Daľśı

. – p.15/15



Příklad 8.2.6
Vypočtěte totálńı diferenciál dT pro jeden mol reálného plynu, který se ř́ıd́ı

Redlich-Kwongovou stavovou rovnićı pV = RT + p

(

b − a

RT
3
2

)

, kde p znač́ı tlak plynu,

V objem plynu, a, b, R jsou reálné konstanty.

Mathematica:

derV = Solve
[

rV, T (0,1)[p, V ]
]

derV = Solve
[

rV, T (0,1)[p, V ]
]

derV = Solve
[

rV, T (0,1)[p, V ]
]

{{

T (0,1)[p, V ]→ − 2pRT [p,V ]5/2

−3ap−2R2T [p,V ]5/2

}}

Na závěr dosad́ıme do formule totálńıho diferenciálu:

dT = Simplify[derp[[1]][[1]][[2]]dp+ derV[[1]][[1]][[2]]dV/.{T [p, V ]→ T}]dT = Simplify[derp[[1]][[1]][[2]]dp+ derV[[1]][[1]][[2]]dV/.{T [p, V ]→ T}]dT = Simplify[derp[[1]][[1]][[2]]dp+ derV[[1]][[1]][[2]]dV/.{T [p, V ]→ T}]
2
(

adpT+RT5/2(−bdp+dVp+dpV )
)

3ap+2R2T5/2

Zpět
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