


Kapitola 10

Plosny integral vektorového pole

1 Definice a vypocet

Motivaci pro definici plo$ného integralu vektorového pole byla fada problémt v ptirodnich
védach — predevsim v teorii pole a proudéni. Tento integral je variaci plosného integralu
ze skalarni funkce a predstavuje jistou analogii ke kiivkovému integralu vektorového pole.

K definici plosného integralu vektorového pole budeme potiebovat pojem normaéalového
pole k dané plose. Predstavme si nejdfive, ze M je elementéarni plocha dana grafem funkce ¢
na zakladni oblasti D C R2. P¥ipomenme, Ze normélovy vektor ke grafu funkce g v bodé
(z,y,9(x,y)) je definovan jako jeden z kolmych vektort k tecné roviné ke grafu funkce g,
tj. jako jisty nasobek vektoru
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V kazdém bodé (z,y, g(z,y)) plochy M tak mame definovany pravé dva jednotkové nor-
malové vektory, které jsou opacné orientovany

(—g—g(a:,y)v—g—z(:r,y)d) (—g—i(w,y),—g—z(;p,y)jl)

\/1 - (%(ax,y))2 + (g—z(m,y))2 \/1 . (%(w,y))Z - (g—z(m,y))i

Mizeme tedy zavést nasledujici pojem.

Definice 10.1. Necht M je elementdrni plocha. Jednotkové normalové vektorové
pole 7 plochy M je spojité vektorové pole, které kazdému bodu (x,y,z) € M \ K(M)
pritadi jednotkovy normdlovy vektor 7i(x,y, z) k plose M v bodé (x,y, z).

7 predchozi diskuse vyplyva, ze kazda standardni plocha méa pravé dvé jednotkova
normalova pole s navzajem opacnou orientaci.

Priklad 10.2. Necht M je elementarni plocha dand podminkami:
Z:$2—y2, 0§$7y§1
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Uvedend plocha mé dvé jednotkova normalova pole

(2$, _2y7 _]‘)

Var? + 42 417

(2$, _2y7 _]‘)

VA2 + 42+ 1

iy = —

ny =

Konkrétni volbou jednotkového normalové pole vlastné volime jednu ze dvou moznych
stran elementarni plochy. Rikdme proto, Ze jednotkové normélové pole uréuje jeji orientaci.
V pripadé obecné plochy je orientace dana orientaci elementarnich ploch, které tvori jeji
rozklad. Povrch krychle miizeme naptiklad vyjadrit jako sjednoceni Sesti stén a orientaci
této plochy mtizeme chapat jako nezavisly vybér ,vnéjsich“ nebo ,vnitfnich* stran u kazdé
z hranicnich stén. Nasledujici definice je formalnim vyjadrenim této predstavy.

Definice 10.3. Necht M je elementdrni plocha. Dvojice (M) = (M, i), kde i je jednot-
kové normdlové pole plochy M se nazyvd elementarni orientovana plocha.

Necht M je plocha s rozkladem { My, Ma, ..., My} na elementdrni plochy. MnoZina ele-
mentarnich orientovanych ploch (M) = {(My,n1), (Ms,n3),...,(M,n;)} se nazgvd ori-
entovana plocha.

I kdyz orientace elementarni plochy jsou pravé dveé, orientaci obecné plochy je vice.
Zalezi na tom, jakym zptisobem si plochu M rozlozime a jaké orientace zvolime na jed-
notlivych ¢astech. V matematice se studuji objekty, které jsou mnohem obecnéjsi nez
elementarni plochy, tzv. variety. V tomto jazyce je elementarni plocha dvourozmérné vari-
eta v R3. Zatimco elementarni plocha mé vzdy orientaci (tj. spojité jednotkové normalové
pole), varieta orientaci mit nemusi. Pfikladem je zndmy Mobituv list, coz je plocha kte-
rou je moznou vymodelovat z prouzku listu papiru otocenim jedné strany o 180 stupnu a
slepenim. M&bitiv list ma pouze jednu stranu.

V piipadé, kdy je orientovana plocha M hranici zakladniho télesa P v prostoru R3,
pfijmeme nésledujici zjednodusenou konvenci. Rekneme, Ze M je orientovdna vnéjsim nor-
mdlovym polem, jestlize kazdé normaéalové pole diléich elementarnich orientovanych ploch,
jejichz sjednocenim je orientované plocha (M), mé smér mitici vné télesa P. Podobné, plo-
chu M nazveme orientovanou vnitinim normdlovym polem, jestlize normalové pole vSech
dil¢ich elementarnich ploch jsou orientovana do vnitiku P. Vnitini a vnéjsi normélova
pole jsou opacna.

Priklad 10.4. Necht M je povrch koule s rovnici

?+yP+ 2 =0
Plocha M bude orientovana vnéjsim normalovym polem, jestlize mé jednotkové normalové
pole
(2,9,2)

n(r,y,z) = ———2—.
(®32) Va? +y? + 22

Analogicky, M bude orientovana vnitinim norméalovym polem, jestlize

(z,y,2)

\/a:2+y2+z2'

ﬁ(:v,y, Z) = -
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Nyni mtzeme pristoupit k definici plosného integralu vektorového pole.

Definice 10.5. Necht (M) = {(My, 1), ...,(My, 7))} je orientovand plocha. Necht F je
spojité vektorové pole definované na plose M. PloSny integral

//ﬁd§
(M)

pole F vzhledem k orientované plose (M) je definovdn rovnosti

//ﬁdgz//ﬁ‘nﬁdS+'--+//ﬁ‘n7€dS.
(M) My M,

vy

integrdl se také nazyvd tokem pole F plochou M nebo plosny integrdl 2. druhu.

Poznamka 10.6. Casto se také pouziva slozkové vyjadieni

(10.1) / Fydydz + Fodzdx + F3dz dy,
(M)

kde F1, F», F3 jsou slozky pole F. Tento tvar m4 sice jisté zdtvodnéni, ale pro nase tcely
to bude pouze alternativni zptisob zapisu plosného integralu vektorového pole.

Smyslem definice plosného integralu vektorové pole je vyjadrit ptisobeni pole ve sméru
kolmém na plochu. Uvazujme pro jednoduchost orientovanou elementarni plochu (M, ),
kde 7 je jednotkové normaélové pole, tedy pole reprezentujici kolmy smér k dané ploSe.
Kazdé vektorové pole F definované na plose M muzeme rozlozit do slozky F:L kolmé
k plose M a slozky F, rovnob&zné s te¢nou rovinou. Tedy

— —

F=F,+F, kde F,=(F-it)iia F,-F,=0.

Plo$ny integral pole F je definovan jako plosny integral skaldrniho soucinu pole F s nor-
malovym polem 7i dané plochy. Jeho hodnota bude tim vétsi, ¢im ,vice a souhlasnéji“
bude pole F pusobit ve smyslu zadaného normalového pole. To je divod, pro¢ se integral
Y F' v aplikacich nazjvé tokem pole F' plochou M.

Poznamka 10.7. Nechf elementarni plocha M je grafem funkce g definované na zakladni
oblasti D, pfi¢emz orientace je dana jednotkovym normaéalovym polem s kladnou z-ovou
slozkou. Plo$ny integral vektorového pole F' vzhledem k plose M pak miizeme vyjadiit
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pomoci dvojného integralu nasledujicim zptisobem

(10.2) //ﬁ://(ﬁ.ﬁ)ds
(M) M
é/ﬁ(m,y,g(m’,y))'\/ (%’225’1)89)2 \/”%)2*(%)2
~ [[ Favgwa (—%,—2—5»9 -
D

Tento vztah je vyhodny pro vypocet v pripadé elementarni plochy.

Priiklad 10.8. Urcete tok vektorového pole

77

F=—k TR
171l

kde 7(x,y,z) = (x,y,2), k,a > 0, kulovou plochou se stfedem v pocatku a polomérem
R > 0. Orientace je pfitom déna vnéjsim norméalovym polem.
Vzhledem k tomu, ze vnéjsi normalové pole 77 je urceno vztahem

—

-
17

PP 1717 i
A 17 GRS
M M M

= —k / R'™™ = —kR'™.obsah(M) = —kR'"®47 R?
M
= —4rk R> O

=

je podle Definice 10.5

4

Vektorové pole F miiZeme v tomto pripadé chapat jako centralni silové pole, ve kterém je
velikost ptisobici sily nepfimo imérna (o — 1)-mocniné vzdéalenosti od pocatku. V§imnéme
si, ze pouze pro a = 3 je tok daného pole nezavisly na poloméru R dané sféry a ma
hodnotu

(10.3) //13 = —4nk.
(M)

Tato skutecnost je jednim z divodl pro hodnotu o« = 3 v Newtonové gravitacnim zakoné.

Vénujme se nyni zobecnéni vztahu (10.2) pro obecnou parametrizaci ® dané plochy.
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Tvrzeni 10.9. Necht (M,7i) je elementdrni orientovand plocha dand grafem funkce z =
g(z,y) definované na zdkladni oblasti D C R? a necht normdlové pole it md kladnou z-ovou
slozku. Ddle, necht

d = (), Py, P3): T — R®

je spojitd parametrizace plochy M, kterd je tiidy C' na wvnitiku T. Predpoklddejme, Ze
zobrazeni 0 = (®1,92): T — D je na vnitiku T prosté a s kladngm determinantem
Jacobiho matice, det Jy > 0. Pak pro kaZdé spojite vektorové pole F' na M plati

a0 J[7=[fr@- (5 %)

Dikaz. Podle Véty 9.4 aplikované na funkci f = F - i miizeme psat

(10.5) // /F n—// (D1, Dy, B3) - i1(D1, Ba, B3) Ha<1> M)H

Zjistime, ¢emu se rovnd normadla 7i(®1, @2, P3). Vyuzijeme toho, ze 3 = g(P1, P2), a tim

00 _ (0 0y 00, D0y OB _ (0%, 0%y 090y Oy 0y
ds \0s’' 0s O0x 0s Oy 0s /)’ ot \ot’ ot ' ox ot Oy ot/

Vypoctem stejnym jako v diikaze Tvrzeni 8.6 pak dostaneme, ze

0® 0% dg 99
<83 8t> et ly - (=50 3y’ 1)

Vektor na pravé strané je normalovy vektor k elementarni plose majici z-tovou slozku
kladnou, nebot det Jy > 0. Vidime, Ze vektorovy soucin %—f X %—? je normalovy vektor se

spravnou orientaci. Jednotkovy normaélovy vektor je proto

8<I> 8<I>

(‘70179027903 Haq) 8q)H

Dosazenim za 7(®1, ®2, ®3) do (10.5) dostavame dokazované tvrzeni. O

V pripadé obecné plochy pouzijeme Tvrzeni 10.9 na kazdy prvek rozkladu a prislusné
integraly posc¢itame. Dostaneme tak

Véta 10.10. Necht M je plocha se spojitou parametrizaci ®: D —s M tiidy C* a prostou
na vnitrku zdkladni oblasti D. Predpokladejme, Ze vektorovy soucin %—f X %—(f je nenulovy
ve vech wvnitinich bodech D. Necht orientace plochy M = ®(D) je ddna jednotkovym
normadlovym polem

8<I> 8<I>
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J[7=[fro(55)

Priklad 10.11. Vypoctéte

Pak

//xdydz+ydzdx+(z2 —1)dzdy,
(M)

kde M je cast valcové plochy

orientované vnéjsim normalovym polem.
Z tvaru integrélu porovnénim s (10.1) vidime, ze pole F', které se integruje, ma slozky

F=(z,y2>-1).
Dale, uvedenou plochu mizeme popsat pomoci parametrizace v cylindrickych soutfadnicich

@(@7 Z) = (COS 907Sin 907Z) pEe <0,27T>,Z € <07 1>
Tedy

g—i = (—sin p, cos p, 0), g—f =(0,0,1), g—i X g—f = (cos @, sin ¢, 0).

Vektor (cos ¢, sin ¢, 0) je jednotkovym normélovym vektorem vnéjsiho normélového pole.
Podle Véty 10.10 tak mame

Y

2
//mdydz—l—ydzdx—i—(z —1)dzdy = (cos p,sin @, 2% — 1) - (cos @, sin , 0) dpdz

(M)
1
0/

0
2

1
(cos® p + sin? dgpdz://dgodz:%r
0 0

o\:‘w O\»—t

2 Plosny integral jako prutok plochou

V zavéru této kapitoly se budeme vénovat dtlezitému aspektu plosného integralu vekto-
rového pole — priitoku nestlaéitelné kapaliny plochou. Uloha stanovit mnozstvi kapaliny,
které protece za jednotku casu danou plochou je trojrozmérnou analogii pritoku rovinnou
oblasti, kterou jsme se zabyvali v Kapitole 7 .

Uvazujme orientovanou plochu (M) s jednotkovym normélovym polem 7. Pfedstavme
si, ze prostor R? je vyplnén nestlacitelnou proudici kapalinou, p¥i¢emz rychlost proudéni
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v bodé (z,y, z) je dana vektorem 17(3:, Yy, z). Budeme se snazit odvodit integralni vyjadieni
pro mnozstvi kapaliny, které za jednotku ¢asu protece plochou M.

Oznaéme hledané mnozstvi symbolem P(V, (M)) a pokusme se stanovit co nejjedno-
dussi zakonitosti, které by mély hodnoty P(V, (M)) spliiovat. Ziejmé je splnén princip
aditivity:

(A) P(V,(M)) = P(V, (M) + P(V, (M)

pro kazdy rozklad plochy M na plochy M; a My, kde orientace M7 a Ms je urcena orientaci
plochy M. Tento zakon fika, Ze celkovy prutok je roven souctu prutoku pres dil¢i oblasti.
Podobné jako v pfipadé rovinného proudéni je dale mozno vyvodit, ze prutok je zptisoben
pouze normalovou slozkou vektorového pole rychlosti, nebo-li, ze

P(V,(M)) = P((V - )i, (M)).

Zcela prirozené déle plati, ze

—

(10.6) P((m]vi[n(V 7)) i, (M)) < P(V,(M)) < P((mj\?x(V -i)) 7, (M)),

nebot pole (maxy (V- 7)) 7 a (miny (V- 7)) 7 jsou konstantni vektorova pole dana ma-
ximalni a minimalni hodnotou rychlosti proudéni kapaliny ve sméru normalového pole.
V pifipadé proudéni s konstantni velikosti rychlosti a to ve sméru pole i, je prutok roven
soucinu velikosti rychlosti a povrchu plochy. Aplikaci tohoto pravidla dostaneme z nerov-
nosti (10.6) nerovnosti

(M) (m&n(v-ﬁ)) obsah(M )<p(17,(M))g(mﬁx(V-ﬁ))-obsah(M).

—

Pouzijeme-li nyni Vétu 9.1 pro funkci 77 dostavame

f=v.
(10.7) :// ﬁ://V‘
M (M)

Integral [ [ (M) V nam déva bilanci prutoku kapaliny plochou M. Je-li tento integral
nulovy, plochou M protece stejné mnozstvi kapaliny z jedné strany na druhou jako v opac-
ném sméru. Je-li integral kladny, pfevazuje proudéni ve sméru normaly 7. A samoziejmé,
pri zaporné hodnoté integralu plochou proteklo vice kapaliny ve sméru —7 nez ve sméru

—

n.

Priklad 10.12. Vypoététe mnoistvi kapaliny, které protece za jednotku casu kulovou

plochou o rovnici 22 + % + 22 = r? ve smeru vnéjsiho normalového pole, je-li rychlost

kapaliny v bodé (z,y, z) rovna zi+yj + k.
Podle (10.7) je
- //(:J+ yj + zk)dS,
(M)

kde (M) je zadana kulova plocha orientovand vnéjsim normalovym polem. Tedy

//xy, : ‘“/’ H ds = //ny, )|dS = //rdS—47rr
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3 Cviceni
Uloha. Urcete I (M) F , kde M je casti roviny
TH+yYyt+z= la l‘,y,ZZO,

orientované normalovym polem s kladnou z-tovou slozkou a F je konstantni vektorové
pole
F=742j+F.
Reseni. Plochu M miizeme reprezentovat jako graf funkce

g(x,y) =1—x —y, definované na mnoziné D = {(z,y) |z +y <1, z,y > 0}.

Tato plocha ma konstantni jednotkové normalové pole, orientace je pritom souhlasné s po-
lem 77 = (1,1,1), které je indukovano kartézskou parametrizaci plochy. V disledku (10.2).

Mame tak
J[F=[[@+2i+h q+i+h=1[[1=2
(M) D D

Vsimnéme si na tomto prikladu skutecnosti, ze je-li F konstantni a M je rovinna plo-
cha, pak tok pole F' pfes plochu M reprezentuje objem zobecnéného valce, jehoz podstavou
je plocha M a jehoz hrany jsou tvoreny vektorem F'.

Uloha. Uréete mnozstvi kapaliny P, které proteée povrchem krychle K = (0,a)? ori-
entovanym vnéjsim normalovym polem za jednotku ¢asu, je-li proudéni kapaliny popsano
rychlostnim polem

V(z,y,2) = (%2 + k.

P://I?,
(M)

kde (M) je povrch krychle orientovany vnéjsim normdalovym polem. Uvedeny integral je
roven souctu integrali pres jednotlivé stény krychle. Vzhledem k tomu, ze vektorové pole
V' je rovnobézné s osou z, k nenulovému toku dochazi pouze dolni a horni sténou. Mame

tak
P://V+//I7,
(M)

(Mz)

Reseni. Podle (10.7) je

kde (M;) je graf konstantni funkce f(z,y) = a definované na ¢tverci (0, a) x (0, a), orien-
tovany konstantnim normdlovym polem k, zatimco (M3) je graf nulové funkce definované
na stejné mnoziné orientovany konstantnim normalovym polem —k. Tedy

a a a a a a 5
P://(:ﬂa—i—l)(k:'k) dxdy—//k:-k: dxdy:a2—a2+a//m2 dxdy:%.
0 0 0 0 0 0
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Uloha. Orientované plocha (M) je ¢asti hyperbolické plochy
2y -2 =0 220, P2 <2ty <2 >0,

orientované jednotkovym normalovym polem 77, jehoZ z-ovéa slozka je stale zaporna. Urcete
tok pole F(z,y,2) = (z2, —y?, %) plochou (M).

~

Reseni: Plocha M je grafem funkce

g(x,y) = Va* +y> —r?

definované na mezikruzi D = {(z,7) | 7% < 22 + 3? < 2r%}. Podle (10.2) je

— €T y
F = 2+ —1r?) . , ,—1
(1\/4[ é/( - y <\/x2 22— 2+t 12 )
x p—
() - ffor
x y /s

Pri vypoctu jsme vyuzili skutecnosti, ze

// $3 — // y3 — 0
/2 2 2 /2 2 2 ’
(5 xr —I—y T (5 X —I—y T

diky symetrii integrovanych funkci na dané oblasti. Reseni tilohy pak jiz miizeme snadno
nalézt pomoci polarnich souradnic:

2m /2r 5 4
//ﬁ:wr4—//Q3dgdg0:7rr4—§7rr4:—7r%.
(M) 0 r

Uloha. Vypodctéte integral
/ / z dx dy,

(M)
kde M je povrch elipsoidu

2 2 2
x Y z
§+b—2+c—2:1, a,b,c >0,

orientovany vnéjsim norméalovym polem

Reseni. Podle Pozndmky 10.6 to znamen4, ze pocitdme tok pole F = (0,0, z). Pro
vypocet integralu se nejlépe hodi eliptické souradnice, tedy parametrizace

O (p, ) = (acos pcos?, bsin g cos ¥, csin ),
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kde ¢ € (0,27), ¥ € (—m/2,7/2). Derivaci parametrického vyjadfeni dostaneme

g—i = (—asingpcos¥,bcos ¢ cos,0),

0 . . .

99 = (—acospsiny, —bsin psin, ccos ).
Pritom
(10.8) g—i X ?)_EI; = (becos @ cos? ¥, acsin o cos? 9, ab cos ¥ sin ).

Je-li ¥ > 0, je posledni slozka normalového vektoru také kladna, a tedy nami zvolena
parametrizace indukuje vnéj$i normélové pole. Podle (10.4) mame

o /2 /2
//z dedy = / / csinabcos ¥ sind dv dp = 2mwabe / cos¥sin® ¥ dv =
(M) 0 —m/2 —/2

1
4
= 27rabc/u2 du = gwabc.
-1

Vypoctéte nasledujici plosné integraly:

1. // 22?2 dazdy, kde (M) je polovina kulové plochy z2 + 3% + 22 = a2, z < 0,
(M)
orientovana normalovym polem se zapornou slozkou z;

2. / / rzdydz + xydzdx + yzdax dy, kde M je povrch jehlanu ohranic¢eného rovinami
(M)
o rovnicich x = 0, y =0, 2 =0, =+ y+ 2z = 1. Orientace je dana vnitinim
normalovym polem.

3. //(z —7)? dady, kde M je ¢ast kulové plochy 22 + 32 4+ 22 = 2rz, r < z < 2r.
(M)
Orientace je indukovana vnéjsim norméalovym polem.

4. //(y —2)dydz + (z — z)dzdz + (¢ — y)dady, kde M je éast kuZelové plochy
(M)
22 +9y? = 22, 0 < z < h. Orientace je indukovana vnéjsim normalovym polem.

5. // 22 dzdy, kde (M) je povrch elipsoidu s osami x, y, z, s poloosami a, b, ¢ a stiedem
(M)

v pocatku, ktery je orientovan vnéjsim normalovym polem.

1 1 1
6. // - dydz + 5 dzdz + p dz dy, kde (M) je povrch elipsoidu s osami z, y, z, s polo-

(M)
osami a, b, c a stredem v pocatku, ktery je orientovan vnéjsim normélovym polem.
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7. // 22 dydz 4+ y? dzdz + 22 dz dy, kde M je kulova plocha dana rovnici
(M)
(x —a)®+ (y — b)%2 + (2 — ¢)? = r2. Orientace je ddna vné&jsim normélovym polem.

8. Urcete priitok plochou o rovnici 22 + y? + 2az = a2, z,y,2 > 0 orientovanou
tak, ze norméli méa nezdpornou z-ovou slozku, je-li rychlost proudéni V(x,y,z) =
(2,92, 22).

9. Vypoététe mnozstvi kapaliny, které vytece za jednotku ¢asu z mnoziny z2 + y? <
r2,0 < z < a, a > 0, je-li rychlost proudéni V (z,vy, 2) = (zz,yz, ry).

10. Urcete prittok helikoidem M = {(ucosv,usinv,cv) | (u,v) € {(a,b) x (0,2m)},
0 <a<b, ¢c>0, jeli rychlostni pole V(z,y,2) = (x,y, 2).

11. Necht C je uzaviend kladné orientovand jednoduché kiivka v roviné zy. PoloZzme
M = C x (0,1). Orientace této plochy je dana vnéjsim normalovym polem. Ukazte,
ze pro kazdé spojité pole F' = (Fy, Fy, F3) je

/ Fy dydz + F dzdx + F3 dady = /(—Fg,Fl).
(M) @)
12. Necht F = @(22 + 32)(i + j). Ukaite, Ze tok pole F pies kazdou orientovanou
elementarni plochu soumérnou podle osy z je nulovy.

Vysledky.

1. %; 2.1;3. ”T’A; 4.0;5.0; 6. 2Z(a®b® +a’c® +b%c%); 7. w(a+b+o)rd; 8. ”1—“24; 9. mrla?;
10. em?(b? — a?); 11. Vyuzijte toho, ze je-li 7 = (71, 72) teény vektor k C, je 7t = (12, —71,0)

normalt k M; 12. Funkce g popisujici plochu spliuje g(z,y) = g(—z, —y).



